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Esercizio 1.
I carichi di rottura espressi il libbre di 5 campioni di corda di manila con un diametro
di 3/16 di pollici sono risultati essere (6.60,4.60, 5.40, 5.80, 5.50).

1. Stimate il carico di rottura medio con un intervallo di confidenza al 95%,
assumendo la normalita.
Sia X la variabile aleatoria che individua i carichi di rottura. X = (6.60, 4.60, 5.40, 5.80, 5.50).
Dobbiamo stimare u al 95% assumendo che X ~ N (u,0?)
e NP
La que_mtlta pivotale ¢ Q) = W% ~tn_1
dove X ¢ la media campionaria e S 2 ]a varianza campionaria.
X = é(6.60 +4.60 + 5.40 + 5.80 4+ 5.50) = 5.58
S2=1/437(X; — X)? = 0.522
Pl <Q<q2) =Pl < X < g2) =0.95

N
q1 € g2 sono i quantili della t di Student con 4 gradi di liberta, e dalle tavole
si ricava che go = 2.776 e g1 = —qo. L’intervallo per p &: P(X — qg% <p<

X +¢275) = P(4.69 < p < 6.47) = 0.95

2. Stimate o2 con un intervallo di confidenza al 90%; stimate anche o. L’in-
tervallo di confidenza per o2 si trova considerando come quantitd pivotale:

n—1)S2
Q= =D 012) ~ X%—l
2
Plg < =15 < ¢5) = 0.90

Dalle tavole si ricava che per una x3, g2 = 9.49 e ¢; = 0.711

P(A2 < 02 < 45%) = P(1.24 < 0% < 16.61) = 0.90

3. Tracciate una regione di confidenza all’'81% per la stima congiunta di u e
02; e tracciatene una anche per p e o. Per trovare I'intervallo di confidenza
all’81% per u e o2 si procede ne£ seguente modo:

P(—q < % <o q < % <q) =72 =81%

Dal punto precedente 5 = 0.9 quindi v; = 0.9

Per I'indipendenza:

P(—q2 < X}?/;% < qQ)P(q/ < (n—l)SZ < q//) _ 81%

o o2

quindi: P(—go < j(/;\/% < q2) =2P(q2) — 1 =10.9 da cui g5 = 1.65.

Per Daltra espressione invece dalle tavole della x3 si ricava che q/ =0.711 e

"

q =9.49.

Esercizio 2.
Supponiamo che la variabile casuale Y ~ T'(2,). Mostrate con il metodo della
funzione generatrice dei momenti, che Z = 28Y ~ x3. Usate Z come quantitai
pivotale per trovare un intervallo di confidenza di livello 0,90 per 5.
Poiche Y ~ I'(2, 8) si ricava subito che fy (y) = 52{1&3“ con y > 0.
Calcoliamo la distribuzione di Z:




Fy(z)=P(Z <z2)=P(Y < %) = [ 52 e Pudy = 1 — e=*/2(1 + %)
Da cui ricaviamo che fz(2) = L Fy(z) = Ze=*/2
La funzione generatrice dei momenti di Z ¢ quindi:

o _ N N
Ele'?] = E[e*Y] = [ 2P 2ye~Pvdy = (2ﬂ;58—6)2 = (1—1215)2’ t > 1/2. Questa ¢
la fgm di una variabile x3.

Esercizio 3.
Siano Y1, ..., Y, v.a. distribuite come una Unif(0,0). Sia Y,y = maz{Y1,...., Yy}
esia U= Y.

1. Mostrate che U ha la seguente funzione di distribuzione:

0 u <0
Fx(x) = u 0<u<l
1 u>1

Calcoliamo la distribuzione di Y{,,:
Py, < y) = Pmaz{Y,...Yo} < y) = P(X1 < y,... Xy < y) =
- 1P(X<y zlfoyldx—on

TLTL—

Calcoliamo ora le densita di U

P(U < u) = P(3Y) < u) = P(Yiy < ub) = [ 2ym=ldy = u" con
0<u<l.

2. Poiche la distribuzione di U non dipende dal parametro 6, U & una quantita
pivotale, usarla per trovare un intervallo di confidenza inferiore di livello 0, 95.
P(U < q) = ¢" = 0,95 da cui ricaviamo che ¢ = (0,95)'/", quindi

0,95 = P(U < (0,95)/") = P(~§> < (0,95)/") = P(gzg&i < 0)

Esercizio 4.
E data una distribuzione di Bernoulli X, dove P(X =1)=60=1—- P(X =0).
1. Per un campione casuale di ampiezza n = 10, verificate Hy : 6§ < 1/2 in
alternativa a Hj : 6 > 1/2. Usate la regione critica {Z;O x; > 6}.

Trovate la funzione di potenza e rappresentatela. Qual ¢ ’ampiezza di questo
test?

2. Per un campione di ampiezza n = 10 trovate il test piu potente di ampiezza
a (a=0.0547) per Hy : @ =1/2 in alternativa a Hy : 0 = 1/4.

La funzione di potenza ¢ data da:

Iy (8) = Py(Hy sia rifiutata|Hyvera) = PQ(Z?:l >6) = Z;OG (10)91(
0)1°=3 con 6 € (0,1)

L’ampiezza del test ¢ data da: supg<y/o(Ily(0)) = supp<1 /2 Z;O 6 (10) 67 (1 —

0 10—7

D)allo studio della derivata prima di IIy (6) si vede che la funzione ¢ crescente
sotto l'ipotesi Hy per 0 < % nel caso in cui 1—60 > 0 infatti:

>ils (19)67(1 = 0)10=7 =: g(6)



g(0) =312 ()17 (1 — 6)°~7 (j — 100)] allora
=352 (V) aho

Il test pit potente dato n = 10 ed o = 0.0547 si trova applicando il lemma
di Neyman-Pearson (teorema 9.2):

Mz, .., 710) = £ > k allora

1—[10 9m7(1 60)'~ Yl (@) _ _ [%]10 <k
HlO (9 (1 91)1 ®il(o, 1)(93) [1]27}Ozi[%]10—2%0mi —

quindi (7)10 < k( )Zm (%)10—230 T

passando al log:

(logl/4 + log4/3) 12, > —logk — 10log3/4 + 10log1/2 quindi
21121 r1 < K

allora I’ampiezza del test e:

0.0547 = a = P(rifiutare Hyo|Hy) = P(Z:llo1 z; <K)

dove K & il qualtile della Bin(10, 3).

Esercizio 5.
Sia X7, ..., X, un campione casuale da N(u,25). Si vuole testare in seguente test
di ipotesi: Hg : u = 10 contro Hy : p = 5. Trovare "ampiezza n per cui il test piu
potente ha a = 8 = 0,025 dove « e 3 sono rispettivamente gli errori di I e II specie.

Il test pit potente ¢ dato dal lemma di Neyman Pearson:
I e—(@—19)?/50
i=1

L(po) — V50T —
L(p1) - e—(@—11)2/50

i=1 V507
e~ 1/50{327  (wi—po)® =227, (wi—p1)?}

Passando al logaritmo si ottiene:
AT (1~ o) — Sy (@ — )’} < 50k == 2T <R
L’ampiezza del test e: B
= 0,025 = P(RifiutareHo|puy) = P(X < k*|pg) = P(20 < Koy —

. 5/vn 5/v/n
*C5ra)
Dalle tavole si ricava che ,/\%} = —1,96 da cui k£* =10 — % )
B = P(AccettareHo|p1) = P(X > k*|p1) = P();/\F > ) =1 - e
Dalle tavole si ricava che 5/\}“ 1,96 quindi £* =5+ \/§
Ora a=0 qumdl risolvendo otteniamo:
10-28 =5+

f f

Da cui n = 16.



